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MATHEMATICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN 
INTEGRALEN. Vllbis 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of June 25, 1966) 
Durch Einfiihrung einer Hilfsintegration ist es moglich die Aequivalenz 
von /J<P und mrp in R1 aufs neue abzuleiten mittels eines Verfahrens, welches 
eine Ubertragung in Rn mit n ~ 2 ermoglicht. 
§ 49. Definition. Eine in io = io (a, b) fiir die Teilmengen E Ko 
definierte, endlichwertige Mengenfunktion P ist in io semi-additiv nach 
oben [ nach unten ], falls a us i1 C io (j = l, 2), i1 · i2 = {P} folgt 
P[{i1 + {P}+i2}] ~ [~ ]P[i1] + P[{P}] + P[i2]. 
Definition FOO. In io _ io (a, b) ist eine fiir die Teilmengen E Ko 
nach oben semi-additive Mengenfunktion Pooo eine zu der in io endlich-
wertigen Punktlunktion 1 adjungierte TOO-Majorante, wenn: l. fiir jeden 
Punkt x Eio mit T[{x}]=O auch l['000[{x}]=0 ist; fiir jeden Punkt x Eio 
mit T[{x}h"'O gilt: l['000[{x}]=f(x)·T[{x}J; 2. l['000 in jedem Punkt x Eio 
stetig ist (vgl. Def. FO, 2.); 3. fiir eine mit Pooo korrespondierende 
Riemann-Klasse Sl([io] (siehe I,§ 1, Def.), bei xEio,xEu~i(x)·io, mit 
i(x) E Sl([io], immer 
ist; dabei sei auBerdem bei T[u]=O auch lf'000[u]=0. 
Die Definition GOO einer zu 1 in io adjungierten T0°-Minorante Pu00 
(semi-additiv nach unten) wird evident sein. 
Da sich in io fiir je zwei Funktionen l['00o, lf'uoo in direkter Weise leicht 
zeigen HiBt, daB die fiir die Teilmengen E K0 nach oben semi-additive 
Differenz P 0oo_ lf'uoo fiir diese Mengen ~0 ist, liegt auch die zugehorige 
Definition HOO des (PS)OO_Integrals von I tiber io, Sto (PS)00 f dT, auf 
der Hand; dabei ist f<a;}(PS)OOfdT=f(x)·T[{x}] bei xEio. 
Definition. Gibt es bei f endlichwertig in io sowohl T00-Majoranten 
wie TOO-Minoranten, so sei 
fto (PS)00 I dT =untere Grenze aller Po00[io] 
und 
£t0 (PS)00 fdT=obere Grenze aller Pu00 [io]. 
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Dann ist 
fio (PS)00 I dT~ Jio (PS)00 I dT. 
Auch folgt aus der Existenz von Jio (PS)OO I dT die von Ji (PS)00 I dT 
ftir jedes Intervall i C io; dane ben die Moglichkeit der eindeutigen Er-
weiterung des Integrals tiber die i und {x} zu einer ftir die zu K gehorenden 
Teilmengen von io beschrankt additiven Mengenfunktion. 
Hilfssatz A0°. Jede in io = io (a, b) beschrankte Funktion I hat ein 
oberes und ein unteres allgemeines Riemann-Integral in bezug auf T tiber 
io, {i0 ldT bzw. fioldT (II,§ 4, Def.); bei s>O gibt es eine in io zu I 
adjungierte poo_Jv.fajorante 1Jf0 0o und eine in i0 zu I adjungierte poo_Mino-
rante ':Puoo, mit 
fio I dT + B > 'Po00 [io] ~ 'Pu00 [io] > Jio I dT- B. 
Beweis. Wie im Beweise von Hilfssatz A (Teil VII, § 47) laBt sich 
hier bei s>O eine Riemann-Klasse m:'[io] angeben mit 
Ftir ein Teilintervall u von io sei m:'[u] die aus m:'[io] durch Beschran-
kung auf die Punkte von u hervorgehende Riemann-Klasse; sie liefert 
einen endlichen Wert von FroJ[/; {m:'[u], 0; T}]. Bei u = (p, q) lassen wir 
die den Punkten zwischen p und q zugeordneten Umgebungen ungeandert, 
wahrend i'(p) und i'(q) (E m:'[u]) durch fortgesetzte Halbierungen auf 
heiden Seiten von p bzw. q in gegen p bzw. q konvergierende Umgebungen 
in'(p), in'(q) (n= I, 2, ... ) tibergeftihrt werden sollen; dabei entstehen 
Riemann-Klassen m:n'[u], mit nicht-zunehmenden Zahlenwerten 
Fro][/; {m:'n[u], 0; T}]; 
der endliche Grenzwert ( ~ fu I dT) sei 
(164) 
AuBerdem sei ftir jeden Punkt x E io: 
l[f000[{x}] = l(x) ·T[{x}]. 
Dann ist diese Funktion 'Pooo in i0 ftir die Teilmengen E K 0 semi-additiv 
nach oben. Auch folgt bei x E io, x E u = (p, q) ~ i'(x) ·io, i'(x) E m:'[io]: 
l(x)·T[u]~ lim FroJ[/; {m:'n[u],O;T}]=lJf000[u]. 
n-+OO 
1Jf0 oo gentigt, bei der hier betrachteten Funktion I, allen Bedingungen der 
Definition F 00 (mit m:'[io] als korrespondierende Riemann-Klasse). 
Mit (163) und (164) folgt die erste Halfte. 
Analog beweist man den zweiten Teil. 
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Folgerung. Bei f beschrankt in io gilt allgemein fiir obere und untere 
allgemeine R- und (PS)OO_Jntegrale: 
fio f dT-;;;;,fio (PS)00 f dT-;;;;,jio (PS)00 f dT-;;;;,jio f dT. 
Hilfssatz BOO. Aus der Existenz der oberen und unteren (PS)OO_ 
Integrale in bezug auf T einer in io beschrankten Funktion f folgt, bei 
s > 0, die Existenz einer Riemann-Klasse 2l [ i0 J und einer ( ii brig ens will-
kiirlich zu wahlenden) Menge Eo von endlich vielen Trennungspunkten 
(in bezug auf T), fiir die 
(165) fio (PS)OO f dT +s > F[o][/; {2l[io], Eo; T}J.112 ) 
Analog gibt es eine Riemann-Klasse 2l'[io] und eine Menge E'o von 
endlich vielen Trennungspunkten mit 
(166) Jio (PS)00 f dT -s> F[u][/; {2l'[io], Eo'; T}J.112) 
Beweis. Aus der letzten Definition und Definition FOO folgt bei s>O 
die Existenz einer in i0 zu f adjungierten poo_Majorante 1Jf0 oo mit 
(167) 
Fiir die zu 1Jf0oo gehorende Riemann-Klasse 2l[i0] und der Menge Eo (wie 
im Hilfssatz BOO angegeben) ist dann wegen der Bedingung 3. und der 
Semi-Additivitatsannahme in Definition FOO: 
(168) 
Aus (167) und (168) folgt (165). 
Analog folgt (166). 
Folgerung. Fiir eine in io beschrankte Funktion f ist 
fio (PS)00 f dT-;;;;, fio f dT-;;;;, ]io f dT-;;;;, Jio (PS)00 f dT. 
Die Folgerungen der Hilfssatze AOO und BOO liefern unmittelbar: 
Theorem 60. Bei jeder in io beschrankten Funktion f ist 
fio (PS)00 f dT = Jio f dT und ]io (PS)00 f dT = ]io f dT, 
woraus die Aequivalenz der allgemeinen R-lntegration und der (PS)OO_ 
Integration in bezug auf T fur die Mengen des Korpers K bei in io beschriinkten 
Funktionen hervorgeht. 
§ 50. Satz. Aus g beschrankt in i0, fn (PS)OO g dT= 0 fiir jede Menge 
H c;;;_ io, E K 0 folgt mT[E(g* 0)] = 0 = ,UT[E(g* 0)].127) 
127) mT und P,T sind bzw. LS-MaJ3 i.b.a. T und allgemeines T-MaJ3. Aus A ~ io 
und der Existenz von mT(A) folgt daJ3 auch P,T(A) existiert, gleich mT(A) (siehe 
Teil II, § 4, Korollar). 
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Beweis. Fiir jedes 1]>0 HiBt sich zeigen daB die Teilmenge E[g>1J] 
von i0 ein auBeres LS-MaB mp gleich Null hat. Betrachten wir, im ent-
gegengesetzten Fall, eine poo_Majorante lJI0oo von gin io, mit zugehoriger 
Riemann-Klasse W[io]; dann ist lJ'0°0(H)~O fiir jede Menge H ~ io, E Ko. 
Zu jedem Punkte x E E[g>1J] gibt es eine Umgebung i(x) E W[io], somit 
auch eine Folge von Umgebungen Un(x) C i(x) ·io (n= 1, 2, ... ), welche sich 
mit zunehmendem n in x zusammenziehen. Nach einem Uberdeckungssatz 
im Vitalischen Sinne 128) gibt es endlich viele Punkte Xt, ... , Xk, E E[g>1J], 
mit zugeh6rigen Umgebungen Un(l)(Xl), ... , Un(k)(Xk) aus den zugehorigen 
Folgen und paarweise ohne gemeinsame innere- oder Randpunkte, so daB 
k 
_2 mT[Un(j)(XJ)] ~ma,T[E[g>1]] · (Un(l)(Xl) + ... +Un(k)(Xk))] > 
:i= 1 !ma,T [E[g>1]]]; 
mit Bedingung 3. der Definition Foo, lJI0oo~ 0 fiir jede Menge HE K 0 und 
der Semi-Additivitat nach oben von lJ'00o folgt dadurch 
Po00[io] >1] · ima,T[E[g>1}]] > 0. 
Wegen fio (PS)OO g dT = 0 laBt sich lJ'0 0o so wahlen, daB ein Widerspruch 
entsteht. 
Also muB (in io) mp[E[g>O]]=O sein. 
Ebenso ist mp[E[g< 0]] = 0. 
§ 51. Theorem 61. Jede in io beschriinkte Funktion f, welche iiber io 
ein allgemeines R-Integral i.b.a. T hat, ist in i 0 auch LS-me[Jbar i.b.a. mp. 
Beweis. Fiir jede Menge H ~ io und E K ist, nach Theorem 60, 
(169) lJ'(H) = fn(PS)00 fdT=fnfdT, 
wobei fn f dT das allgemeine R-Integral. 
Mit den Definitionen FOO, aoo, flOO folgt, daB das (PS)OO_Jntegral eine 
fiir die zu K geh6renden Teilmengen H von io in bezug auf mp totalstetige, 
additive Mengenfunktion ist ( es folgt auch mit der Definition des allge-
meinen R-Integrals). Sie hat dadurch in den Punkten von io-A, wobei 
A C io mit mp(A) = 0, eine Ableitung in bezug auf T, DT;zlJ',129) welche 
ein LS-Integral in bezug auf mp tiber jedes H hat mit 
(170) lJ'(H)= fn (LS) DT;xPdmp,130) somit auch= fnDT;xPdT.131) 
128) Siehe J. RIDDER, Uber PS- und DB-Integration, Math. Ztschr. 40 (1935), 
S. 127-160, insbes. S. 129 (Satz I). 
129) Siehe die Definition in Teil Ilbis, § 10. 
130) Fiir den Beweis dieser Behauptungen wende man die Verfahren loc. cit. 
128), S. 128-136 (erstes Kapitel) an. 
131) Siehe Teil Ilbis, § 12 (Spezialfall von Theorem 19) in diesen Proceed. Series 
A 68 (1965), S. 37. 
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Fiir jedes H folgt aus (169) und (170): 
0= fH[/-DT;x'l'] dT= fH (PS)00 [f-DT;x'l'] dT. 
') 
Wegen (170) ist DT;x'l' LS-meBbar in bezug auf mT, wahrend nach dem 
Satze von§ 50 mT[E(f-DT;x'l'i=O)]=O ist. Somit ist auch f tiber io LS-
meBbar in bezug auf mT. 
Korollar. Jede Teilmenge H von io, welche ein MaB flT hat, ist auch 
LS-meBbar in bezug auf mT und umgekehrt, mit mT(H) = flT(H). 
Dies folgt durch Anwendung von Theorem 61 auf die charakteristische 
Funktion CH von H, zusammen mit II, § 4 (letztes Korollar). 
Mit II, §4bis folgt weiter, daf3 in R1 die Klassen der allgemein f/J-mef3baren 
Mengen und der Mengen mit LS-Maf3 m<P zusammenfallen, wobei die Maf3-
zahlen einander gleich sind. 
Die Ubertragung auf Rn mit n> 1 fiihren wir im folgenden fiir R2 aus. 
AEQUIVALENZ DER m,p[mT] UND /h<P[flT] IN R2. 
§ 52. Definition. Eine in i0 = i0 (a, b; c, d) fur die Teilmengen E K 0 
definierte endlichwertige Mengenfunktion 'l' ist in i0 semi-additiv nach 
oben [nach unten], falls aus io' = io' (r', s'; t, u), io"- io" (s', s"; t, u) C io 
folgt: 
'l'[{io' +i1(s'; t, u)+io"}]~ [;::;;] 'l'[io']+ 'l'[i1(s'; t, u)]+ 'l'[io"], 
dane ben a us io"' - io"' (r, s; t', u'), io"" - io"" (r, s; u', u") C io folgt: 
'l'[ {io"' + i2(r, s; u') + io""}] ~ [;::;; ]'l'[ io"'] + 'l'[i2(r, s; u')] + 'l'[io""]. 
Definition {Yoo. In i0 - i0 (a, b; c, d) ist eine fur die Teilmengen 
E K 0 nach oben semi-additive Mengenfunktion IJI0 oo eine zu der in io nicht 
negativen, beschriinkten Punktfunktion f adjungierte T 00-Majorante, wenn: 
I. fur jeden Punkt (x,y) Eio gilt IJ'000[{(x, y)}]=f(x, y)·T[{(x, y)}]; fiir 
die linearen Teilintervalle i1(.;; y1, y2) und i2(x1, x2; n) von io, parallel zur 
y- bzw. x-Achse, die Werte von 'l'ooo zusammenfallen mit denen der als 
existierend anzunehmenden (PS)OO-Integrale von f(.;, y) bzw. f(x, rJ) in 
bezug auf T, ftt (PS)OO f (.;, y) dT bzw. fiz (PS)OO f (x, 'f]) dT; 132) 2. IJ'000 
stetig ist in io, was heiBen soli: a us a;::;; .;1 < .;2;::;; b; c;::;; 'f]l < 'f/2;::;; d folgt immer 
lim 'l'0°0[(.;1, .;2; 'f/1, 'f/2)]= lim 'l'o00 [(.;r, .;2; 'f]b 'f/2)]= lim 'l'o00 [(.;1, .;2; 'f/1, 'f/2)] 
L-~ ~-L ~-~ 
= lim IJ'0 0o[(.;r, .;2; 'f/1, n2)]=0; 3. fiir eine mit 'l'ooo korrespondierende 
fJ2~fh 
Riemann-Klasse llt[io] (siehe IV § 20, Def.), bei (x, y) E io, (x, y) E u ~ 
i [{(x, y)}] ·io, mit i[{(x, y)}] E llt[io], immer 
IJ'000[u]~f(x, y)·T[u] 
ist; dabei sei auBerdem bei T[u]=O auch IJ'000[u]=0. 
132) Gebildet gema13 § 49. 
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Die Definition @:1° 0 einer zu I in i0 adjungierten poo_Minorante Puoo 
(semi-additiv nach oben) wird evident sein. 
Die fiir die Teilmengen E Ko nach oben semi-additive Differenz 
lJf00o_ Puoo einer poo_Majorante und einer poo_Minorante ist nicht-
negativ 133) ftir diese Mengen. Dadurch liegt die zugehorige Definition .\)OO 
des (PS)00-Jntegrals von I uber io, fio (PS)00 I dT, auf der Hand; dabei ist 
f {(x,y)) (PS)00 I dT = l(x, y) -T[{(x, y)}] bei (x, y) E i0, und sind die Integrale 
tiber lineare Intervalle wie in Def. ~oo, l. zu nehmen. 
Definition. Gibt es bei 1~0 und beschrankt in io sowohl poo_Majo-
ranten wie poo_Minoranten, so sei 
Jio (PS)00 I dT =untere Grenze aller lJf000[i0] 
und 
.[io (PS)OO I dT=obere Grenze aller PuOO[i0]. 
Dann ist 
fio (PS)00 I dT ~ Jio (PS)OO I dT. 
Auch folgt aus der Existenz von fio (PS)OO ldT die von fi (PS)OO I dT 
ftir jedes zwei-dim. Intervall i C i0; daneben die Moglichkeit der ein-
deutigen Erweiterung des Integrals tiber die zu Ko gehorenden Teil-
mengen von io zu einer ftir die zu K gehorenden Teilmengen beschrankt 
additiven Mengenfunktion. 
Hilfssatz m:oo. Jede in io = i0 (a, b; c, d) nicht-negative beschrankte 
Funktion I hat ein oberes und ein unteres allgemeines Riemann-Integral 
in bezug auf T tiber io, Jio I dT bzw. fio I dT (V6 , § 31, De£.134)). Ftir eine 
derartige Funktion, welche auBerdem auf jedem in io liegenden linearen 
Intervalle i1 (~; p, q) oder i2 (r, s; 1}) ein allgemeines R-Integral fi1 1(~, y) dT 
bzw. fi2 l(x, 1}) dT hat, gibt es bei e > 0 eine in io zu I adjungierte poo_ 
Majorante Pooo und eine in i0 zu I adjungierte poo_Minorante Puoo, mit 
Jio I dT +e> 'Po00 [io] ~ 'Pu00 [io] > Jio I dT -e. 
Beweis. Mit Va, § 31134) folgt, bei e>O, und 1~0 und beschrankt 
in io, die Existenz einer Riemann-Klasse m:[io] und einer Menge Eo von 
endlich vielen Trennungslinien (i.b.a. T) zu io, ftir die 
Jio I dT +e> F[o][/; {m:[io], Eo; T}J~ Jio I dT. 
Ist die Menge Eo von Trennungslinien gegeben durch X=XJ, mit a=xo< 
133) Es genugt den Beweis fUr jedes zwei-dim. Teilintervall von io zu geben. 
Ist i(~1, ~2; 'f/1, '¥/2) ein solches Intervall mit a ;;;;.~1 <~2 ;;;;.b; c ;;;;.'¥/1 <112 ;;;;.d, so zeigt man 
erstens da/J zu jedem X mit ~1<X<~2 ein Streifen i(X-h1(X), X+h2(X); 'f/1, '¥/2) 
gehOrt mit (l[f0 0o_ l[f,.OO)[i(X-h1'(X), X +h2'(X); 'f/1, '¥/2)] ~0 fUr O<h1'(X) ;;;;.h1(X)), 
O<h2'(X) ;;;;.h2(X). Daraus folgt dann, mit der Semi-Additivitat und Stetigkeit von 
l[f0 00_ l[f,.Oo, (l[f0 00_ l[f,.OO)[i(~h ~2 ; 111, '¥/2)]~0. 
134) Siehe diese Proceed. Series A 68 (1965), S. 710. 
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<x1 < ... <Xn-1 <Xn=b, und y=yk, mit c=yo<Y1 < ... <Ym-1 <Ym=d, so 
gibt es eine Riemann-Klasse 2l'[i0] ~ 2l[i0], mit nachfolgenden Eigen-
schaften: 1 o ausx1 <~<x1+1 (j = 0, 1, ... , n-1), Yk<'YJ<Yk+l (k=O, ... ,m-1) 
folgt, bei i'((~, 'YJ)) E 2!'[io], i((~, 'YJ)) E 2![io], daB: 
i'((~, n)) ~ i((~, n))·(xj, x1+1; Yk, Yk+1); 
2° wenn die den Punkten eines Segmentes [x=x1; c~y~d] durch 2l'[i0] 
zugeordneten Umgebungen i'(x1, y) samtlich eine Menge H 1 bilden 
(j=O, ... , n), ist ilil ·il12 =0 (j1=!=f2); wenn die den Punkten eines Beg-
mentes [a~x~b; y=yk] durch 2l'[io] zugeordneten Umgebungen i'(x, Yk) 
samtlich eine Menge Gk bilden (k=O, ... ,m), ist Gk1 .(}k2 =0 (k1=i=k2). 
Ersetzt man auBerdem Eo durch die leere Menge 0, so folgt mit der 
Definition von Frol: 
Frol[f; {2l[io], Eo; T}J ~ Frol[f; {2l'[io], 0; T}], 
also auch: 
(171) fto I dT +s> FroJ[/; {2l'[io], 0; T}J ~.Go f dT. 
Fiir ein Teilintervall u von i0 sei 2l'[u] die aus 2l'[i0] durch Beschran-
kung auf die Punkte von u hervorgehende Riemann-Klasse; sie liefert 
einen endlichen Wert von FroJ[I; {2!'[u], 0; T}J. Nun andern wir 2l'[u] ab: 
1 o fiir die Punkte (x, y) E u bleibe i'[(x, y)] wie in 2l'[u], 2° bei einem 
Punkte (x, y) E u-u schranken wir i'[(x, y)] (x-151, x+152; y-15a, y+l54) 
(15J = 151 (x, y)) durch fortgesetzte Halbierungen der 151 (j = 1, ... , 4) ein, 
wodurch nach n-facher Halbierung eine Umgebung 
in'[(x,y)] (x- ;nl51,x+ ;nl52;y- ;nl5a,y+ ;nl54) 
entsteht. Fiir die so gebildeten Riemann-Klassen 2In'[u] (n= 1, 2, ... ) 
bilden die Werte 
(172) FroJ[I; {2I'n[u], 0; T}J 
eine nicht-zunehmende Folge; der endliche Grenzwert ( ~ fu I dT) sei 
(173) l[/000[u]( ~ Fr01 [f; {2l'[u], 0; T}J). 
Existieren fiir die betrachtete Funktion I auBerdem in io die allgemeinen 
R-Integrale Ji1 1(~, y) dT und Ji2 l(x, n) dT, wie im Hilfssatz 2!00 ange-
geben, so laBt sich weiter definieren: 1 o fiir die linearen Teilintervalle 
von i 0 : 
2° fiir einzelne Punkte (x, y) E io: 
l[/000[{(x, y)}] = l(x, y) ·T[{(x, y)}J. 
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Mit Theorem 60 folgt, da.B diese Funktion 'l'ooo Bedingung 1 der Defi-
nition ~oo erfiillt; a us der Beschranktheit von f folgt dassel be fiir Be-
dingung 2 von Definition ~oo; mit va, § 31, Def. und § 32bis, und der 
Definition von 'J'0 00[u] als Grenzwert der Werte (172) folgt auch die Semi-
Additivitat nach oben von IJI0 oo. 
Bei (x, y) E io, (x, y) E u ~ i'[(x, y)]-io, i'[(x, y)] E m:'[io] ist 
f(x, y) ·T[u] ~ lim FroJ[f; {m:' n[u], 0; T}] = 'l'0°0[u]. 
n--..oo 
lJ'0 0o geniigt nun, bei der hier betrachteten Funktion f, allen Bedingungen 
der Definition ~oo (mit m:'[io] als korrespondierende Riemann-Klasse). 
Mit (171) und (173) folgt die erste Halfte. 
Ebenso beweist man den zweiten Teil. 
Folgerung. Bei f nicht-negativ und beschrankt in io, mit in io 
existierenden allgemeinen R-Integralen Jh f($, y) dT, fi2 f(x, rJ) dT, gilt 
allgemein fiir obere und untere allgemeine R- und (PS)OO-Integrale: 
fio f dT~ [i0 (PS)00 f dT~ }io (PS)00 f dT~ }io f dT. 
Hilfssatz ~oo. Gibt es obere und untere (PS)OO-Integrale in bezug 
auf T einer in i0 nicht-negativen und beschrankten Funktion f, so folgt, 
bei t:>O, die Existenz einer Riemann-Klasse m:[io] und einer (iibrigens 
willkiirlich zu wahlenden) Menge Eo von endlich vielen Trennungslinien 
(in bezug auf T), fiir die 
(174) fio (PS)00 fdT+t:>FroJ[f; {m:[io], Eo; T}]. 
Analog gibt es dann eine Riemann-Klasse m:'[io] und eine Menge E 0' 
von endlich vielen Trennungslinien mit 
(175) Jto (PS)00 fdT-t:<FruJ[f; {m:'[io], Eo'; T}]. 
Beweis. Aus der letzten Definition dieses Par. und Definition ~oo 
folgt bei e > 0 die Existenz einer in io zu f adjungierten TOO-Majorante 
'l'oOO mit 
(176) 
Fiir die zu 'l'ooo gehorende Riemann-Klasse m:[io] und die Menge Eo (wie 
im Hilfssatz ~oo angegeben) ist dann wegen der Bedingung 3. und der 
Semi-Additivitatsannahme in Definition ~oo: 
(177) 
Aus (176) und (177) folgt (174). 
Analog folgt (175). 
Folgerung. Fiir eine in io nicht-negative beschrankte Funktion f folgt 
a us der Existenz der oberen und unteren (PS)OO-Integrale i.b.a. T tiber io: 
fio (PS)00 f dT~ Jio f dT~ ,(io f dT~ ,[io (PS)00 f dT. 
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Die Folgerungen der Hilfssatze 2:{ und )8 zusammen mit Va, § 32bis, 
u. § 33 (Theorem 43b), und Theorem 60 liefern sofort: 
Theorem 62. Fur die Klasse der in i 0 nicht-negativen beschrankten 
Funktionen sind die allgemeine R-Integration i.b.a. T und die (PS)OO_ 
Integration i.b.a. T fur die Mengen des Korpers K aequivalent. 
§ 53. Satz. Aus g nicht-negativ und beschrankt in i 0, mit 
SH (PS)OO g dT = 0 
fiir jede Menge H ~ i 0, E K 0 , folgt in io mT[E(g#0)]=0=,uT[E(g#O)].l35) 
Beweis. Fiir jedes 'YJ>O laBt sich zeigen daB die Teilmenge E[g>'Y}] 
von io ein auBeres LS-MaB mT gleich Null hat. Betrachten wir, im ent-
gegengesetzten Fall, eine TOO-Majorante 1Jf0 oo von gin i 0, mit zugehoriger 
Riemann-Klasse 2l[io]; dann ist 1Jf000(H)-;;;;. 0 fi.ir jede Menge H ~ i0, E Ko. 
Zu jedem Punkte (x, y) E E[g>'Y}] gibt es eine Umgebung i[(x, y)] E 
E 2l[io], somit auch eine Folge von Umgebungen un[(x, y)] C i[(x, y)] ·io 
(n= 1, 2, ... ), welche sich mit zunehmendem n in (x, y) zusammenziehen, 
und deren abgeschlossene Hi.illen den Bedingungen eines Lemmas 1 unserer 
Arbeit in Nieuw Archief, Amsterdam (2) 21 (erstes Stuck 1941), S. 33-58, 
insbes. S. 34, erfi.illen; es ist dabei erlaubt anzunehmen daB jede solche 
Umgebung und ihre ebgeschlossene Hiille dasselbe mT-MaB haben. Aus 
diesem Lemma ( ein Uberdeckungssatz im Vitalischen Sinne) folgt die 
Existenz endlich vieler Punkte (x1, y1), ... , (xk, Yk), E E[g>'Y)], mit zuge-
horigen Umgebungen Un(l)(x~, y1), ... , Un(k)(Xk, Yk) aus den zugehorigen 
Folgen und paarweise ohne gemeinsame innere- oder Randpunkte, so daB 
k 2 mT[Un(J)(Xf, YJ)];;;;.ma,T[E(g>'Y}) · 
-1 
mit der Bedingung 3. der Definition &oo, 1Jf0oo;;;;_o fi.ir jede Men,ge HE K 0 
und der Semi-Additivitat nach oben von 1Jf0 oo folgt dadurch 
Po00 [io] >'Y} · !ma,T[E(g>'Y})] > 0. 
Wegen Sto (PS)00 g dT = 0 laBt sich 1Jf0 oo so wahlen, daB ein Widerspruch 
entsteht. 
Also muB (in io) mT[E(g>O)] oder mT[E(g#O)]=O sein. 
§ 54. Theorem 63. Jede in i 0 nicht-negative beschrankte Funktion f, 
welche uber io ein allgemeines R-Integral i.b.a. T hat, ist in i 0 auch mT-
mefJbar. 
135) mT und fiT haben dieselbe Relation in R2 wie in FuJ3n. 127 fi.ir R 1 angegeben. 
Siehe auch Teil Vb, § 35 (Anfang). 
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Beweis. Fiir jede Menge H ~ i 0 und E Kist, nach Theorem 62. 
(178} 'I'(H) = fH(PS) 00 IdT=fHidT, 
wobei fH I dT das allgemeine R-Integral. 
Mit den Definitionen ~oo, @OO, ~oo (oder der Definition des allgemeinen 
R-Integrals) folgt, da.B 'I' eine fiir die zu K gehorenden Teilmengen H 
von i 0 in bezug auf mp totalstetige, additive Mengenfunktion ist, welche 
sich zu einer fiir die nach Borel me.Bbaren Teilmengen von io totaladdi-
tiven, in bezug auf mp totalstetigen Mengenfunktion erweitern la.Bt. 
Dadurch la.Bt sich aus der in § 53 zitierten Arbeit der Spezialfall des 
Theorems III (loc. cit. S. 38 bzw. 37) anwenden, woraus folgt da.B 'I' in 
den Punkten von i0 -A, wobei A Cio mit mp(A)=O, eine Ableitung in 
bezug auf T, gema.B loc. cit. S. 35, 36 (Def. 2) und hier anzudeuten durch 
DT;(x,y)'I', hat, mit 
(179} 'I'(H) = fH (LS) DT;(x,y) 'I'·dmp, somit auch= fHDT;(x,y) 'I'·dT 136) 
fiir jedes H ~ io, E K. 
Fiir jedes solche H folgt a us ( 178} und (179}: 
0= fH[/-DT;(x,y)'P] dT= fH (PS)00 [/-DT;(x,y)'P] dT. 
Wegen (179} ist DT;(x,y)'P LS-me.Bbar i.b.a. mp, wahrend nach dem Satz 
von § 53 mp[E(f-DT;(x,y)'P#O)]=O ist. Somit ist auch I tiber io LS-
me.Bbar i.b.a. mp. 
Korollar. Jede Teilmenge H von io, welche ein Ma.B P,T hat, ist auch 
LS-me.Bbar fiir das Ma.B mp und umgekehrt, wobei dann mp(H) = p,p(H). 
Dies folgt durch Anwendung von Theorem 63 auf die charakteristische 
Funktion CH von H, zusammen mit Vb, § 35, Anfang. 
Mit Vb, § 35bis folgt weiter, daf3 in R2 die Klassen der allgemein ifJ-
mef3baren Mengen und der Mengen mit LS-Maf3 m~ zusammenlallen, wobei 
die M af3zahlen einander gleich sind. 
136) Siehe Teil vc, § 41 (Spezialfall von Theorem 57) in diesen Proceed. Series 
A 68 (1965), S. 744. 
2 Series A 
